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　　Abstruct: We consider k（＝2°，ｎ≧2) populations whose probability density functions are
follow one-parameter exponential families. Let us select the best one from these k popula-
tions by use of the closed sequential procedures which were developed by us 〔3〕.In this case,
we applied our procedures to the population which were arranged （i）in tournament manner
and (il ) in random order, respectively.
第１節　　概　　　要
　同時に多くの母集団を比較するという，謂所順序付けと選出(ranking and selection)の問題は，
R. E. Bechhofer〔1〕を嘆矢として，其の後，多くの研究者により研究され，それらの結果は，Ｅ.
J. Dudewicz等’〔２〕によって収録・分類された。著者の１人が発表した, A.C.S.S.P.と称する閉
多重選出規則も，これらの一環として考案されたものである。
　本論文では，〔３〕において仮定した，１母数指数母集団の集りから，最良のものを選ぶ際，母
集団を（ｉ）トーナメント方式に並べるとき. (ii)ランダムオーダに並べるときの，それぞれに対
し, A.C.S.S.P.の適用法と，それらの結果について述べる。
第２節　　記号と定義
　１母数θを持つ指数型の確率密度関数(p. d. f.)を
　(2.1)　　f(x;θ）＝ｅｘp｛θｘ十b（θ）十a(x)}
で表わす。ただし, a(x)は，ｘに関して連続微分可能な関数であり，b（θ）は，θに関して２階
連続微分可能な関数であって，bべθ）はθのある区間で，狭義単調であるとする。また，母数θ
は，ある母数空間Θの値をとるものとする。
　先づ，北川敏男氏〔４〕の述べる，十分統計量の加法族に関する，２つの補題を述べる。
　補　題2.1　若しａ｡｡｡（ｘ）が，次式を満たす：
(2.2) exp {a ,。(・)}fexpia^Cx-y)}゜exp {も(y)}dy
ならば，ｘ十ｙは，θに対する十分統計量であって，次式をみたす様なp. d. f.:
２　(2.3)
をもっ。
高知大学学術研究報告　第37巻　(1988年）　自然科学
f m+n (X十y ; 6) = exp {θ（ｘ十y）十ｂ。（θ）十ｂ。（θ）十a +, (x十y）｝
補　題2.2　すべての正整数ｍ（ｍ≧１）に対し：
(2.4. ａ）　exp {a・（・）｝ニexp { a^-, (x ― y)} exp { a ,(y)} dy
　(2.4.b)　b。（θ）＝mb（θ）
となる様な，加法性があれば，すべての正整数ｍとｎに対し
　(2.5)　　ａ｡,。（ｘ）＝ａ－（ｘ）
が成り立つ。
　定　義2.1　母集団Hiのp. d. f.は, (2.1)で表わされ，ｅ＝ ｅ-,である。i= 1. 2,…，ｋ．
　定　義2.2　最良母集団とは，θ,を大きさの順に並べるとき:
　(2.6)　　θｕ）≦θ（2,…≦d<k)
θ（,）をもつ母集団であって，これをｎ。）で表わす。
　定　義2.3　。?＝（λ。λ。…，λ.-.),λi≧0 (i = 1, 2 ,…，k－1）に対し，
　(2.7)　　θi＝θ（,）－△－λ. (i=l, 2,…，k－1）
となる母数ベクトル夕＝（θ。θ。…, 5k-,,θ,）の集合を∂。（θ（,）；，?）と記す。ただし，△
はある正の定数である。
　母数｛θl，θ。…，θ,｝の値は未知であるばかりでなく，母集団と対応が不明である。従って，
次の様にして，任意のθ（O＜θくｅ）に対し，閉逐次選出規則Ｓ，を定義する。
　定　義2.4
　（2.8）　Ｎ（θ）＝　1ガヅム“）・
　(2.9)　　Ａ（･）（θ）＝Ｋ（θ）十ｎθ, n= 1, 2,…，Ｎ（θ），
(2.10)　Ｋ（θ）＝　log（まそおぐ“）
と書く。ただし，h,（θ）は，後述の(2.17)式の解として求まる定数である。一般に，（第i段）
（ａ）若し，第i－ 1段の結果として，只１個の母集団n a',)のみが残っている時には，最早標本を
抽出せずに，ｎ陥を最良母集団と決める。
　（b）又，若し，２つ以上の母集団が，前段階に排除されずに残されている時には，それらの母
集団をnP）（j＝1，2，…. k,)としよう。そして，それらの各母集団から，それぞれ１個の標
本を抽出し，それまでのｕ,の和Ｗ（i）に，今抽出して得たｕP）を加え
　(2.11)　UP）＝Wfi）十u!" (j = 1, 2 ,…，ki）
とする。次に，｛Ｕ円を大きさの順に並べ
(2.12)　US≦Ｕ附≦…≦ＵＭ）
とし，
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(2.13)　UP)≦Ｕ陥十Ａ(i)(θ)
となれば. upをもっている母集団副‘)を排除する。
　このような手順を逐次進める。最後に，(第Ｎ(θ)＋1段)２つ以上の母集団が残っていれば，
(2.14)　Ｕr(゛)゛1)＝Wf“(゛)゛1)十ｕl“(゛)゛",i= 1. 2,…, kwiD+l,
を作り，最大値のTT(N(O)+1),を持つ母集団を最良とする。
　この様にして定義された，閉逐次選出規則s9に対し，次の定理が成り立つ。
　定理　１．(野町〔３Ｄ
　与えられた定数の集り{k, a,θ，△}に対し，母数θの集合がλ。(θ(I);。?)で与えられ，ｓ，
を用いて母集団の選出を行うとき，最良のnck)が誤って排除される確率は
　(2.15) . P〔ｎ(1川ｓ。∂。(θ(,)，。?)〕≦αが成り立つ。
　証明は略す。
　系
　(2.16)　Ｐ〔ｎ(,川s≫,　６６(θ(,)，θ)〕≦(ｋ－１)Ｐ〔ｎ(,)Ｉ So,　(54( dii),0)〕。
　補　題2.3 (A. Wald〔5〕)
　，Zは次の３条件を満たす確率変数である:
　　(Ａ)Ｅ〔Z〕が存在し，０ではない。
　　(Ｂ)Ｐ〔eｘp(Z)＜1－ε〕＞OかつＰ〔ｅｘp(Z)＞1十ε〕＞Ｏとなるような，正数εが存在
　　　する。
　　(ｃ)任意の実数ｈに対し，Ｅ〔ｅｘp･(hｚ)〕＝g(h)が存在する。
　　　このとき，只１個のho(≒O)が存在し，
　(2.17)　Ｅ〔ｅｘp〔ho Z〕〕＝ト
を満足している。
　今後は, k = 2°(ｎ≧１)個の母集団に対し，トーナメント方式による母集団の選出に，前記の
閉逐次選出規則を応用する。先づ，2°個に対する，異なったトーナメント・ゲームは(２・!)／
２(２°-１)通りある。ただし，rＬとｎｊとの間のゲームは，ｎｊとILのゲームと同じとする。
　２°個の母集団そのものを，表記に混乱を起こさないときは，数字の大きさの順に，１＜２＜…
２りこよって表わすこともある。このと･き，Ｓ，を再び述べる必要がある。
　(1o)(第１段)先づ，ｎ．とni，1を較べる。(i = 1, 3 ,…，２・－１)。この時，排除されなかっ
た母集団を，単に数字のみで1 (2) O(2)…，2°-1(2)で表わす。
　(2o)(第２段)次に，ni(･)とni。(･)をＳ，を用いて較べる.1=1. 3.…，２°-１－１．
　(ｎｏ)(第ｎ段)前段で残っている母集団ｎ,(･)とｎμをＳ，を用いて較べる。最後に残った母集
団が，２“個の母集団の中で最良であると定める。　　　　　・
　定　義2.5　第ｈ(１≦ｈ≦ｎ)段階で，母数夕の集合が∂。(θ(2･)，。?)のもとで，閉逐次選出
規則Ｓ，を用いて，第(h－1)段までに排除されずに残っている母集団の中の２つの母集団niiと
niバj≒j')を再びｓ，で較べる。このとき，n i,がni,よりも“より良い"母集団であるという判
定をＤ゛(II'iｸﾞ)で表わすｏ　　　　　　・
　定　義2.6　定義５のように，mjとn
'j'
が第(h－1)段では，Ｓ，によって排除されなかった
条件のもとで,第h段階でｎりがｎり･より“より良い"という条件附確率をJh(li, ij )で表わす。
　以上の準備のもので，次の定理を得る。
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　定理2.1
　(2.17)　　Ｐ〔n(2≫)I　SSi　6c( d(2･)，。?)〕≦α，
　(2.18)　Ｐ〔ｎ(,･)IS。＆(θ(肖，θ)〕≦ｎα／(2･－1)｡
　(2.17)を計算するために，確率Pj(i12“)iニ１・２･ ‘¨･２°－１を計算する・
(1) i｡＝2・－1に対し
(2.19)　p.
十λ2n-l／△
(2) 2数2°゛1十…＋22＋1と2･-1十…＋2’＋2＋1に対し
　　　　　１（α／（２’－ １ ））ｌ¨し／＾１α／（２°こ１）
ゆえに，任意の数i｡-1と2･に対し
(2.21)　　Pj〔i°‾こ
ｙ〕
ｎｌ（゜／（２°‾１））Ｉ“ｉ･‾／＾
(2.22)　Ｐ，〔i°‾
≦α／（２･－１），
１９
●１
n－1
2°〕
ｎ£（“／2（2゛－
1 ））
　　　　　　　　　　　　　（2°-l十…＋22＋1≦ｉ｡、！ ２’－２
(3) 2数2°-1十…＋28＋1と２・に対し
£ 　‥
α
2°－ 1
　　　　　　　　　2"-'十…＋22十1, 2'　＿
ll｝　　2"-'十…＋21十1,
2°-'十…＋21＋2
(2.20)　Pj〔　2"-'十…＋22＋1　 卜Ｊ（　
２°-１十…＋22＋1　　　　　　
）
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(2.23)　Pj〔　2°-’十…＋23＋1　　
卜Ｊ（　
２°-１十…＋28＋1　　　　　　
）
　　　　　・｛Ｊ‘Ｉ’（２°-Ｉ十…＋23＋2十1, 2"-'十‥･＋22）
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　　　　　・Ｊ‘２）（２^-１十…＋28十１，２°-１十‥･＋22）｝Ｊ‘ｓ）（２°-１十…＋28＋1’ ２ｙ）
　　　　　　　　　　　　２°-ｌ十…＋23＋1　　　　　　　　　　　2°-１十…＋23十１，
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・{J‘ll(2°-1十…＋22十1，2°-I十…＋2)J'2'･(2°‾1十･･･
+ 2,2°)
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ゆえに，任意のi｡-2と２・に対し
(2.24)　　Pj〔i°‾こj°〕
ｎ！（“／（2°‾1））I“･‾2″
！ ゜／（2°‾1）’
(2.25)　　Ｐ°〔しこ
2
2゛〕
ｎ！（“／（22（2°‾1））’
ただし、2"-'十…＋28＋1！i｡-212･-1十･‥＋2 2.
((q+ D") (3<q<n-3)任意のi｡-、と２りこ対し
(2.26)　Pj〔i･7’
211（ａ／（2･－
1 ））l“i｡-に＾１α／（･2°－1），
　　　　　　　1n一q
(2.27)　Ｐ，〔iT’
2°〕！･(a/(2°-'(2･－1）），
　　　　　　　U-,
ただし, 2"-'十…＋2a-q＋1十ＩＳｉ｡-，１ ２°-１十…十１･-q
（ｎ°）1と２りこ対し
５
(2.28)　Pj〔1'121〕．ニJ111(1'
1
2)(J“)〔21V
1
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ｓχχ　(α／(2･－1))｀oi｡一戸１α。
i｡-, 2"
　!,-,
ある閉逐次選出規則について　　（野町’･野町）
(3.32)　Ｐ〔ｎ(,･)lsｅ.　＆(θ(,･)，θ)〕
一
一
n　　2°-'＋…＋21-q　　　・
Σ二
ｑニ1　i｡-,= 2°-l＋…＋2°-゛゛1＋1
１Σχ　．α／((２°-')(2°－ １))
　ｑ　In―q
＝ｎα／（２°－ １ ）．
第３・１節　　記号と定義
P･〔≒:!y〕
Q. E. D.
９
　第３節　ランダムオーダのマッチゲーム
　記　号3.1　k個の母集団の番号{1. 2.・・・，ｋ}に対する，すべての順列を，辞書式に並
べたときの，第ｗ番目(１≦ｗ≦ｋ!)の順列において，番号ｋが，第ｓ番目にある事を，iｙで表
わす。
(3.1)　　i9)＝(i(ls)(ｗ)，iy)(ｗ)，…，iSr)(ｗ))，
とおく，ただし
(3.2)
(3.3)
ハ){こじ謡謡
Ｋ＝（ｋ－１）!
(t= 1,2,…, K; s= 1, 2,…，ｋ）
　次に，便誼ト次の様な，確率事象とその確率を定義する。
　記　号3.2　2つの母集団ｎ．とrｈが較べられているとき，ｎ。(c = a,又はb）が“より良い”
という事象をＤ（≒ｂ）とかく・
　記　号3.3　順列i（j）に，２数ａ,bがあり，母集団ｎ｡とlhの間で，ｍが“より良い”という，
確率事象をＤ（≒bli（j）｡）で表わす。ただし, w= 1, 2, --- , K;s= 1, 2, --- , k.　　　■
　記　号3.3　次の記号を導入する：
(3.4) D(ti, t”"”ti‾J i<;')゜10でＤ(t｀‾l'2!?'(｀″))
ただし, ti = i'i'･)(ｗ)，又はi9)(ｗ)；　t,＝t･，又はiV'Cw) ;・・・; ti-2= ti-。iSり.(w) ;　３≦
ｉ≦ｋ＋1.
　こうすると，各ｉ(ｉ?)(ｗ)≦ｉ≦ｉ昿(ｗ))に対し
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k)゜D(t,, t.”", t:-,Ii'.:))Ｄ(ヤi)i＋にi,≦s
また，各j (iW,(w)≦ｊ≦沁)(ｗ))に対し
(3.6)
????『????
iO °D (t,, t”"”1･-, Ii<:?)Ｄ(≒■;') n
　　　・Ｄ(kい)　ヽヽ･＝(1,2,…, K).
　記　号3.4　1つの固定した順列, i';'(w= 1, 2, ---, K; ｓ＝ 1，2
附確率を導入する：各ｉ(ｉ?)(ｗ)≦ｉ≦i<;-', (w))に対し
(3.7)
(3.8)
(3.9)
ｋ）に対し，次の条件
Jﾍﾞｿﾞil迎)＝Ｐ〔Ｄ(ﾔ'i)ID(tl,t。・‥，ti-,)；S，
＆(θ(｀)'θ);i？〕｡
Jべ ﾂﾞllぼ)＝ｐ〔Ｄ(ｉ'ｽ)(゛))ID(t。t。‥・, ti-0
゜Ｄ(tｲ'i)
i＋1≦
回
≦i,－I
D(i'ﾂﾞ(｀″))；S゛ ； 5i ( 0(0,0); i<:>〕
(iり,(w)≦ｉ≦ｉＷ,(ｗ))，
J,･(ilk l iり゛Ｐ〔Ｄ(i'ik)ID(t;ｄ'･
゜‥･1i-')Ｄ(≒2j)
●　　∩
　i＋1≦ｉｌ≦ｓ－１
I）（1’
以)(ｗ)
更に，各j (iW. (w)≦ｊ≦ｉり)(ｗ))に対し
)
; S≫ ; 5。(θ(,),θ)；i9)〕
(3.10)　Jべk,
j. lぼ)ニＰ〔Ｄ(kjl)ID(1･･
1'･'‥･1･-;)Ｄ･(1･k
/
　　　　　　　　　・　　　ｎ　　　　Ｄ(k' iS;)(｀″))；S，；＆(θ(,),∂);i(j)〕
　　　　　　　　　　s＋1≦j･≦j.-l　　　　　k
(iW,(w)≦jl≦iSり. (w))
(3.11)　Jべk; j卜))＝Ｐ〔Ｄ(k; j ) I D(t,, t。-･-,t,-,)Ｄぐ･‾ド)
第３・２節
ある閉逐次選出規則について (野町・野町)
'
ｓ＋1≦
9
≦j－I
D(k'il(｀″))；S゛ ；∂＾(や), o);i<:'〕
主　定　理
(ｉＷ,(ｗ)刻l iSr)(ｗ)).
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　第３・１節で導入した記号と，定義に従い，ランダムオーダにおける，閉多重逐次遊出規則にも
とづく，諸結果を以下に述べる。
　補　題3.1　各順列i':Kw= 1, 2, ---,･K ; s = l, 2, ---, k ; K = (k-l)！)，及び各順列数i
(i(l･'(w)<i<i<.'-',(w))に対し，
(3.12)　　J･(ﾔ7'ilヴ)゜み( げ･))
ただし，(ｉＳ;)(ｗ)1111り, (w) ; t, = i<;･'(w)
iSりIぐw)).
(3.13)　　　J，(≒りiう－J,(i
ただし, iW,(w)<i,^i'.'-',(w)
?―
●
１
｜ヅ）
i^"(w) ; t, = t,,i'a-'Cw) ;・・・; ti-j = ti-8,
(3.14)　J,(i'ik l i-) = J.(≒kliり
　また，各j(i県(ｗ)£j£iSr)(ｗ))に対し
(3.15)　J°(k'ｋＯＯ　ニJべk'kjl l 0 ( iW,(w)！jl！iW(v″))'
(3.16)　　JべkﾂﾞliうニJj(ソ｜０
。
証　明　先づ，任意のa, b (≠k）とc, c' = a又はb（c≠cつに対し
｢3」7)Ｐ〔Ｄ(≒b)I S。∂。(0≪,0 )〕
　　　　　　＝Ｐ゛〔Ｄ(≒b)匯,∂・(Ow, 0)〕
(3.12)の証明　一般性を失うことなく，ｋ≧5. s = 4にとる。
（ｉ）ｗ＝１のときには
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i<?'= (1, 2, 3, k, 4, ---, k-1), i=3ゆえに, (3.12)の右辺は
(3.18)　J,(≒31ヴ)＝Ｐ〔Ｄ(≒３)ＩＤ(ｌｊ)；Ｓ， ；∂。(θ。),0)
　　　　゜Ｐ〔Ｄ(≒３)ＩＳ゛ ; ∂＾(θ・)･゜)Ｊ)ト　　t, = l, 2.
? ? 刈
この(3.18)式は，すべての順列｛i（!' ;i= 1, 2, ---, (k-4)!｝に対し成立する。ただし，こ
れらの順列で，最後のｋ－４文字は，衿）のもので作る。
　(ii)第２に. (3.18)は，順列i（?）において，初めの３文字を並べかえたすべての順列に対し
ても成り立つことを示す。この為に，丿投性を失わずにｗ＝（ｋ－１）!２＋1にとる。
このときには，
　　　i8'-.)i=+. = (3, 1, 2, k, 4,
i＝2　だから, (3.12)の左辺は
k-1),
(3.19)　J,(≒2lt肢,)。。)
　　　　゜Ｐ〔Ｄ(≒２)ＩＤ(３ｊ)；ｓｅ，＆(θ(｀り)；ボ－I〕
　　　　＝Ｐ〔Ｄ(tu2)lsｅ，＆(θ(,),θ); iil'-o･－l〕
t>= 1, 3.ゆえに. (3.18)と(3.20)は互に等しいことがわかる。
　（ｉ）最後に，順列i（r）において，i（j）（1）＝kのとき，この順列の初めの３文字を，最後の（k－
4）文字を入れ替え，それ以外の文字を互に入れ替えたすべての順列に対し, (3.18)は成り立つ
ことを示す。
　この為に，一般性を失わずに，ｗ＝（ｋ－１）！４＋1にとれる。この場合，
　　　　i臨）,。= (5, 1, 2, k, 3, ---, k-1),
であり(3.12)の左辺は
(3.20)　J'(≒21ぼ1)!1+1 )゜Ｐ〔Ｄ(≒2)ID(5j)；Se，＆(θ・)･θ)
　　　　　iik'-i)i4+i〕
　　　　　゜Ｐ〔Ｄ(tU2)ISe, ６ｉ(0w, 0) ;iilとI)i4+1〕.
ti = 5, 1
結局. (3.18)と(3.20)の値は等しいから, (3.12)が成り立つ。
同様にして, (3.13), (3.14), (3.15)及び(3.16)が成り立つ。
さて，主定理に移る。
ある閉逐次選出規則について
定　理3.1　ランダムオーダからの選出に対し
(野町・野町)
(3.21)　Ｐ〔ｎ(,)I Se, 　ｄａ(θ(,),θ)〕１α2°-ｿ(2°－ 1).
　証　明
辺は，
(3.22)
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与えられたθの集合のもとで，Ｓ，を用いたとき, n(i)が排除される確率, (3.21)の右
????????????﹇??
????????＝??
補題3.1から
(3.23)
??????? ＝
???‥】?? ＝
Ｓ＝１
Ｐ〔ｉ(゜)〕Ｐ〔ｎ(･川S。δ。(θ(､μ､);i<:･〕
Ｐ〔n. I sｅ,　5c>(θ。),∂)；ｉ(ｌｓ)〕
p [n. I s≫, 8。(θ(k).θ);i(1･)〕
　{ビ　　
Ｐ〔Ｄ(i'ik)ISe，＆(θ(Ｊ)ぶ･)〕
　沁)(1)
十二　　Ｐ〔Ｄ(l
　j＝iWI(1)
??????? 】＝??
? ?
k）I s;, ＆（θ（,Ｊ）;i叫
J,(11
　i^-'(l)
＋ﾛﾚ　J，(1jl
　i=iW.(s)
＝kα／(2(2(k－1))
= 2"-' a/(2"-l).
??
O　iySI)J,(i'
i
iレli(べ)JL(≒klo
　　i,=iW,(l)
i?))ｺﾞ
:ぐここ
)
J°(kいliうJ°(ソli?))}
Q. Ｅ. Ｄ.
　附　言　トーナメント方式において，最良母集団が，我々の選出規則S，によって，誤って排除
される確率は，ランダムオーダの時の確率より’も小さいことがわかる。(2.18)と(3.21)を比較
せよ。
　このことは驚くべきことではない。k＝2･の時のトーナメント方式において，最良母集団が，最
終段階の対比まで排除されずに残る対比の数は, n a/(2°－ １）より小さい。そしてこの数は，
ランダムオーダにおける対比の平均数である。
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